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= fk(x), k = 0, 1, . . . , m− 1 (1)
ここで，t ∈ R は時間，x ∈ Rn は状態変数を表す．
fk : R
n → Rn は全ての状態変数に対して必要な回数
だけ微分可能な写像とする．各写像 fk が適用される
空間はその空間が挟まれる 2個の断続面によって定義
される．適用されるベクトル場が fk−1 から fk に切
り換わる断続面 Πk を式 (2)に定義する．
Πk = {x ∈ Rn| qk(x, θk) = 0} . (2)
ここで，qk はスカラ関数，θk は関数 qk 固有のパラ
メータであり式 (1)とは無関係とする．今，点 xi ∈ Πi




T0 : Π0 → Π1,
x0 → x1 = ϕ0(x0, τ0),
T1 : Π1 → Π2,
x1 → x2 = ϕ1(x1, τ1),
...
Tm−1 : Πm−1 → Π0,
xm−1 → x0 = ϕm−1(xm−1, τm−1).
(3)
ここで，τi は局所写像 Ti における，解軌道が断面
間を遷移するのにかかる時間を表し，xi 及び写像先
の断面 Πj に関するパラメータ θj に依存したスカラ
関数となっている．今，x0 ∈ Π0 を出発した軌道が
時間 τ 後に再び x0 に戻ってきたとする．このとき，
τ = Σm−1i=0 τi である．式 (3)より，各局所写像の合成
写像はポアンカレ写像 T として次式で表される：
T (x0, θ1, · · · , θm−1)=Tm−1 ◦ · · · ◦ T1 ◦ T0 (4)
t = 0で x0 ∈ Π0 を出発した軌道が再び Π0 におい
て x0 を通過するときの x0 を T の固定点という：







すなわち，式 (5)について Π0 上の n− 1次元局所座
標系 Σを考え，局所座標 u を導入する：






u → x , p :
Π0 → Σ
x → u . (7)
このとき，局所座標上でのポアンカレ写像 T は式 (8)
で表される：
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T : Σ → Σ,
u → p ◦ T ◦ p−1(u). (8)
よって式 (5)は局所座標系では













T(u0)− u0 = 0,
χ(μ) = 0.
(11)
ここで，式 (11)第 1式は固定点条件，第 2式は分岐
条件を表す．μは特性乗数を表し，例えば周期倍分岐
の場合は μ = −1である．解法としてニュートン法を

















式 (3)より，Πi → Πi+1 で表される写像 Ti は下記
で定義される：
Ti(xi, θi+1) = ϕi(xi, τi). (12)
ここで，0 ≤ i ≤ m− 1である．τi は写像先の断面に
関するパラメータ θi+1 に依存する．式 (12)における

























































を得る．これは局所写像 Ti での θi+1 に関する微分を
表す．式 (4)，(16)より，ポアンカレ写像 T の局所断


















式 (17) の各項は式 (1) に関する変分方程式を求積す
ることにより全て求めることができる．式 (7)，(8)よ
り，Σ 上での写像 T の θj に関する微分は式 (19) と
なる．
T(u0, θ0, · · · , θm−1)
= p
(















F ′(zn)(zn+1 − zn) = −F (zn) (20)
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で表される．ここで，z = (x, θj) は，状態変数とパ
ラメータを合わせたベクトル，F (z)は式 (11)左辺を












































0.04x20 + 5x0 + 140
−y0 + I + δ(x1 − x0)
a(bx0 − y0)
0.04x21 + 5x1 + 140





if x0 = θ0,
then x0 ← c, y0 ← y0 + d,
if x1 = θ1,
then x1 ← c, y1 ← y1 + d. (22)
ここで，x = (x0, y0, x1, y1)T は状態変数，xi =
(xi, yi)
T は各単体 Izhikevich モデルの状態変数，a,
b, c, d, I は二つの Izhikevich モデル共通のパラメー
タ，θi は各断続特性固有のパラメータ，δ は拡散結合
の結合係数を表す．単体モデルの断続特性の振舞いを
図 1 に示す．x(t)が θに到達すると瞬時に状態の跳躍
が発生する．拡散結合した結合系 (22) では，図 1 の
図 1 単体 Izhikevich モデルの振舞い










式 (22) より，結合 Izhikevichモデルにおける局所
写像は四つ考えられる．それぞれの局所写像は，
T0 : Π0 → Π0,
T1 : Π0 → Π1, (23)
T2 : Π1 → Π0,









x ∈ R4; q1(u) = x1 − θ1 = 0
}
.
今，x0 ∈ Π0 を出発した解軌道が断続断面 Π1 を通過
し，再び x0 ∈ Π0 に戻ると仮定する．この解軌道のポ
アンカレ写像は次式で表される：
T (x0) = T2 ◦ T1. (25)
断面 Π0 上の点 x0 から出発した軌道が断面 Π1 上
の点 x1 に到達したとする．このときの局所写像 T1 を
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ポアンカレ断面を Π0 とすると，局所座標系 u =
(u0, u1, u2) を示す埋込写像 p−1 と射影 p は式 (27)
で表される．
p−1(u) = x = (c, u0, u1, u2)T ,
p(x) = u = (y0, x1, y1)
T .
(27)












⎜⎝ 0 1 0 00 0 1 0




















のタイミングが大きくずれる．図 2 に，θ0 = θ1 = 30，
δ = −0.05における各モデルのポアンカレ写像 1周期
分の軌道 x0, x1 の推移を示す．図 2 (a)は理想的な同
相同期状態の軌道を示し，図 2 (b)は同相同期状態の
初期値 x1 に微小量 Δx1 = 10−5 の変化を加えた場合








図 2 結合 Izhikevich モデルのポアンカレ写像中の軌道
(a) 同相同期状態，(b) 微小な偏差を加えた場合
Fig. 2 The orbit of a coupled Izhikevich model in
one cycle. (a) in-Phase Synchronization and
(b) with a small perturbation.
図 3 解析用ポアンカレ断面 Πx


















カレ断面 Πx を式 (29)に示す．
Πx =
{




Tx0 : Πx → Π0,
Tx1 : Πx → Π1,
T0 : Π0 → Π0,
T1 : Π0 → Π1, (30)
T2 : Π1 → Π0,
T3 : Π1 → Π1,
T0x : Π0 → Πx,
T1x : Π1 → Πx.
ポアンカレ写像の合成写像を再定義する．今，xx ∈ Πx
を出発した解軌道が断続断面をΠ0, Π1と通過し，再び
xx ∈ Πx に戻ってきたとする．式 (30)より，式 (25)
の合成写像は次式で表される．





3. 2 適 用 結 果
図 4 は，θ0-θ1 平面における分岐図を示す．図 4 中
の PDi は i周期の周期倍分岐，Gi は i周期の接線分
岐を表す．ここで，各パラメータは a = 0.2, b = 0.2,






分岐 Gi が発生すると i周期解が発生し，それらが周
期倍分岐を起こし不安定な i周期解と安定な倍周期の
図 4 θ0-θ1 平面分岐図．a = 0.2, b = 0.2, c = −50,
d = 2, I = 10, δ = −0.1．
Fig. 4 Bifurcation diagram in θ0-θ1 plane. a = 0.2,
b = 0.2, c = −50, d = 2, I = 10 and δ = −0.1.
図 5 θ0-θ1 平面分岐図（領域 A の拡大図）
Fig. 5 The bifurcation diagram in θ0-θ1 plane
(enlargement of the region A).
周期解に変化する，最終的に周期倍分岐連鎖を起こし
カオスに遷移していく．図 5 の中央右側の 8周期領域
周辺では，カオスや安定な 2周期解，4周期解とも共
存している．図 6 に θ0 = 54，θ1 = 48における安定
な 2周期解と 8周期解を示す．
図 7 は θ1 = 32で固定した線分 l上の一次元分岐図
を表す．PD2, PD4 において，周期倍分岐が発生し，
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図 6 θ0 = 54，θ1 = 48 における相平面図
Fig. 6 The phase portraits with θ0 = 54 and θ1 = 48.
図 7 θ1 = 32 の線分 l 上の y0-θ0 平面一次元分岐図
Fig. 7 The one dimension bifurcation diagram in y0-θ0
plane along a segment l with θ1 = 32.
図 8 図 7 の (i)θ0 = 42 における相平面図
Fig. 8 The phase portraits with (i) θ0 = 42 in Fig.7.
それらが連鎖することによりカオスへ遷移しているこ
とが確認できる．図 8, 図 9 には図 7 の (i) 及び (ii)
で表した θ0 におけるアトラクタの相平面図を示す．
δ = −0.05としたときの θ0-θ1 平面における分岐図
を図 10 に示す．結合係数が小さくなったため，大き
図 9 図 7 の (ii)θ0 = 46 における相平面図
Fig. 9 The phase portraits with (ii) θ0 = 46 in Fig.7.
図 10 θ0-θ1 平面分岐図．a = 0.2, b = 0.2, c = −50,
d = 2, I = 10, δ = −0.05．
Fig. 10 The bifurcation diagram in θ0-θ1 plane. a =
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